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e Tentamen bestdr av 5 uppgifter, i forekommande fall uppdelade i deluppgifter.
Maximalt antal poang anges per uppgift.

e For full podng pa en uppgift kravs tydliga, utforliga och val motiverade 16sningar.

¢ Kontrollera alltid dina berdakningar och 16sningar! Slarvfel kan ocksa ge
poangavdrag!

Uppgift 1.

Anta att A, B och C ar tre hindelser med sannolikheter P(4) = 0,6, P(B) = 0,9 och P(C)
= 0,3. Dessutom giller att A U B = (2 samt att A och C ar disjunkta, dvs. 6msesidigt
uteslutande.

a) Berdkna sannolikheterna P(A U B), P(A N B), P(A | B) och P(B | A) samt ange om A
och B ar oberoende. (6p)

b) Berikna sannolikheterna P(4 | C), P(C | A), P(A | C) och P(A | C) samt ange om A
och C ar oberoende. (6p)

c) Berikna sannolikheten P(4 U B) samt férklara varfoér C c B. (8p)

Uppgift 2.

Under 1970-talet gjordes i Storbritannien en analys av bendgenheten att strejka i
stora industriféretag. Det visade sig att for ett typiskt foretag med ca 2000 anstallda
kunde antalet strejker per ar med god approximation modelleras med en Poissonfor-
delning med vantevarde 0,4. Lat X = antalet strejker under ett ar i ett sddant foretag.

a) Ange sannolikheten att ett foretag rakar ut for minst en strejk. (2p)

b) Antaattdetien viss region finns 10 féretag av den angivna storleken. Anta att
bendgenheten att strejka ar densamma i samtliga féretag och att strejker sker
oberoende av varandra. Lat Y = antal foretag dar strejker forekommer minst en
gang. Hur ar Y fordelad? Ange daven vantevarde och varians for Y. (4p)

c) Berdkna sannolikheten att (i) inga foretag, (ii) samtliga foretag samt (iii) givet att
minst ett foretag har strejkat, samtliga foretag gar uti strejk. (6p)



d) Beskriv kortfattat (max %2 - 1 A4) de olika skaltyper man forknippar med variab-
ler och de varden som de kan anta. Ge ett realistiskt exempel pa en variabel per
skaltyp. Vilken skaltyp géller i denna uppgift? (8p)

Uppgift 3.

Anta att tva stokastiska variabler X och Y bada kan anta virdena 0 eller 1 och att den
simultana frekvensfunktionen kan skrivas f{(x,y) = (1+x)(2-y)/9.

a) Berdkna sannolikheterna for hela det simultana utfallsrummet och sammanstall
sannolikheterna i en tabell med marginalsannolikheterna for X resp Y. (6p)

b) Ange de betingade férdelningarna samt berdakna vdntevarde och varians for X
givet att Y =0 respektive Y= 1. (8p)

c) ArXoch Yoberoende eller beroende? Om de ir beroende, kan det linjira
sambandet sdgas vara positivt eller negativt? (6p)

Uppgift 4.

Man har under sdasongen observerat tiderna for tva 100-meters lopare. Lopare X's
tider tenderar att vara normalférdelade med vantevarde 9,94 sekunder och standar-
davvikelse 0,05. Lopare Y ar i snitt nagot snabbare med tider som ocksa ar normalfor-
delade med vantevarde 9,90 sekunder men en storre variation med en standardav-
vikelse pa 0,08. Anta att deras loptider ar oberoende av varandra.

a) Berdkna sannolikheten att bdda l6parna under ett traningslopp springer fortare
an 9,92 sekunder. (6p)

b) Berdkna sannolikheten att l6pare X springer fortare an lépare Y. (8p)

c) En kontinuerlig stokastisk variabel som vi kan beteckna med X, kan anta varden
inom ett intervall. Forklara kortfattat varfor P(X < x) = P(X < x). (6p)

Uppgift 5.

En urna innehaller N = 5 kulor varav 2 ar bla och 3 rdda. Man drar n = 3 kulor fran
urnan. Definiera den stokastiska variabeln Y = antal bla kulor.

a) Ange utfallsrummet for Y ndr man drar utan aterlaggning, dvs. nar en kula dragits
laggs den inte tillbaka infér nasta dragning, samt ange sannolikhetsfunktionen for
Yitabellform. TIPS: Lista alla sekvenser av kulfarger som kan intraffa och berak-
na sannolikheten for var och en. (8p)

b) Lat p = andelen bla kulor fran start i urnan. Bekréafta att vantevarde och varians
for Y kan skrivas som E(Y) = np respektive V(Y) = np(l-p)(%). (6p)

c) Ange hur Y ar fordelad om dragningen sker med aterlaggning samt ange vante-
varde och varians. Forklara skillnaden mellan varianserna i de bada fallen. (6p)



FORMLER
Additionssatsen: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Multiplikationssatsen: ~ P(ANB) = P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A)

Vantevarde for diskret s.v. X:

ECO = ) ()

XEQy

Varians for diskret s.v. X:

VOO = ) x—ECOPF) = ). ¥f(0 = [ECOI = EGR) — E(X)?

X€EQy X€EQy

Kovarians och korrelation mellan tva diskreta s.v. Xoch Y, (u, = E(X) och p,, =

E(Y)):

Cov(X,Y) = Z Z (x =)y —my)f(x,y) = Z Z xyf(x, ) — lekly

X€Qy yEQy, X€EQy YEQ,,

Cov(X,Y)  Cov(X)Y)

SD(X)-SD(Y)  JV(x)V(Y)

Rakneregler for vantevarden och varianser (a, b och ¢ ar konstanter och X och Y ar
stokastiska variabler)

Corr(X,Y) =

E(c)=c V(ic)=0
EX+c)=EX)+c VX +c)=V(X)
E(aX) = aE(X) V(aX) = a?V(X)

E(aX+bY +c)=aEX)+bE(Y)+c V(aX+bY +c) =a?V(X)+ b?V(Y) + 2abCov(X,Y)

Binomialfordelningen:
£ = ()P (= )" = o p*(1 = p)
WP p _x!(n—x)!p p
Poissonfordelningen:
et




LOSNINGSFORSLAG (kortfattade)

Uppgift 1.

a)

Givet i fetstil samt PA U B = Q vilket betyder att P(AU B) =P(Q1) =1

P(A N C) = [additionssatsen] = P(A) + P(B) - P(AU B) = 0,6 + B B
09-1=0,5 A|l05 0106
P(A|B)=P(ANnB)/PB)=0,5/0,9=5/9 0,556 A|04 0 |04
P(B|A)=P(AnB)/P(A)=0,5/0,6=5/6=~0,833 09 01|10
A och B ar beroende ty t.ex. P(A | B) # P(A)

b) Giveti fetstil samt A N C = g vilket betyder att PLAN C) =P(g) =0
P(A|C)=P(ANC)/P(C) =ty AochCardisjunkta] =0/0,3=0 c C
P(C|A)=P(ANC)/P(4)=0/03=0 A 0,606
P(A|C)=1-PA|C)=1-0=1 A103 0104

— _ _ 03 0710
P(A|C)=P(AnC)/P(C)=P(A)/[1-P(C)]=0,6/0,7=6/7 =
0,857
A och Car beroende ty t.ex. P(A | C) # P(A)

c¢) P(AUB) = [additionssatsen] = P(4A) + P(B) —P(AnB)=P(A) + P(B) — 0 =
=1-PA)+1-P(B)=2-0,6-09=0,5
Eftersom A och C ar disjunkta méaste C ligga i A. Och eftersom A U B = Q méste C
ligga i den del av Q2 som endast tacks in av B. Alltsa ar C en delmangd till B.

A A
@ PN Al
4 Y A
- C
0,1 0,5
0,1
\_Y_)\ _/
y
B B

Uppgift 2.

a) X~ Po(0,4).P(X>1)=1-P(X=0) =1 -2 = [alt. enl. tabell] = 1 - 0,67032 =
=0,32968 ~ 0,33

b) Y~ Bin(n,m) dar n =10 och = 0,33 fran a-uppgiften.

E(Y)=nm=3,3 och V(Y) =nn(1-m)=2,21.



¢ () P(Y=0)=(7)0,33%,67*°=1-1-0,67* ~0,0182

(i) P(Y=10)=(37)0,33'°0,67° =1-0,33'°-1~0,0000153
(iii) P(Y=10]Y>0)=P(Y=10NnY>0)/P(Y>0)=P(Y=10)/[1-P(Y=0) =
= 0,339/ (1-0,0182) ~ 0,0000156

d) Se kurslitteratur och foreldsningsanteckningar. Kortfattat: nominal-, ordinal-,
intervall- och kvotskala. I detta fall galler kvotskala for bade X och Y; det ar
meningsfullt att tala om t.ex. "dubbelt sd manga strejker”.

Uppgift 3.

a) Simultana sannolikheter och marginalsannolikheter:

fxy)| Y=0 1 frly)
xX=0| 2/9 1/9| 1/3
1| 4/9 2/9| 2/3

K| 2/3  1/3 1

b) P(X=0]Y=0)=£0,0)/0)=(2/9)/(2/3)=1/3
P(X=1]Y=0)=£1,0)/fr(0)=(4/9)/(2/3) = 2/3
EX|Y=0)=2/3;V(X|Y=0)=2/9
PX=0]Y=1)=f0,1) /(1) =(1/9)/(1/3) =1/3
Px=11Y=1)=f1,1) / (1) =(2/9)/(1/3) = 2/3
EX|Y=0)=2/3;V(X|Y=0)=2/9

c) De adr oberoende eftersom de betingade sannolikheterna for X givet Y i b-upp-

giften ar identiska sinsemellan samt med marginalsannolikheterna for X i a-
uppgiften. Det linjara sambandet ar alltsa noll (varken positivt eller negativt).

Uppgift 4.
a) P(X<992nY<9,92) =ty Xoch Yoberoende| = P(X<9,92)-P(Y<9,92) =
9,92-9,94 9,92-9,90\ _ _
=P (Z < 005 ) P (Z R ) =P(Z<-0,4)-P(Z<0,25) =
= [1 - ®(0,4)]-®(0,25) = [enl. tabell] = (1 - 0,65542) - 0,59871 = 0,20630 ~ 0,21

b) P(X<Y)=P(X-Y<0)=P(W<0)=[dar W~ N(0,040,089)] = P(Z <
= (-0,423999) ~ 1 - ®(0,42) = [enl. tabell] = 1 - 0,66276 ~ 0,337

0-0,04 )
0,09434

c) For en kontinuerlig variabel ligger utfallen »oandligt tatt» och inget enskilt utfall
kan antas med positiv sannolikhet. Det ar istdllet arean under tathetsfunktionen
(frekvensfunktionen) ner till x-axeln i ett (del-)intervall till utfallsrummet som
anger sannolikheten. Att inkludera en dndpunkt eller inte i ett intervall spelar
alltsa ingen roll eftersom den enskilda linjen fran punkten upp till funktionen f{x)
punkten inte har ndgon »areamassig» utstrackning.



Uppgift 5.

a)

b)

Lista samtliga sekvenser och berdkna sannolikheterna.

Sekve.ns Farg dragning nr Sannolikhet vid psekvens)| y | P(r=y)
nri l:a 2:a 3 l:a 2:a 3
1 Rod Rod Rod | 3/5 2/4 1/3 6/60 0 0,1
2 Rod Rod Bla 3/5 2/4 2/3 12/60 1
3 Rod Bld& Rod | 3/5 2/4 2/3 12/60 1 0,6
4 Bla Rod Rod | 2/5 3/4 2/3 12/60 1
5 Rod B4 Bla 3/5 2/4 1/3 6/60 2
6 Bla Rod Bla 2/5 3/4 1/3 6/60 2 0,3
7 Bla Bld& Rod | 2/5 1/4 3/3 6/60 2
Summa 1 1

Observera att sannolikheterna for rod och bla kula forandras vid varje
dragning eftersom man dndrar pa sammansattningen av roda och bla kulor.

N=5n=3;p=2/5=04

E(Y)=0-0,1+1-0,6 +2:0,3=1,2;

np=304=1,2

V(Y) =(0-1,2)%2-0,1 + (1-1,2)2-0,6 + (2-1,2)2-0,3 = 0,36

np(1-p)(5=>) =3:0,4:0,6:(22) = 0,36

Om dragning sker med dterlaggning ar Y binomialférdelad med vantevarde
E(Y) =np =1,2 och varians V(Y) = np(1-p) =0,72.

Vantevardet ar identisk men variansen ar storre nar man drar med aterlagg-

ning. Det forsta man kan observera ar att med aterlaggning blir utfallsrummet
{0,1,2,3} men utan aterlaggning kan man aldrig observera 3 bla kulor. Detta
drar i sig ner variansen men framforallt ar det sannolikheterna som férandras
efter varje enskild dragning nar man drar med eller utan utan aterlaggning
som paverkar variansen.



